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Аннотация 

Материал статьи посвящен анализу математических моделей методом построения 

сетчатых номограмм, позволяющих проследить совместное влияние трех и более факторов. 

Методика исследования предполагает разложение имеющейся полиномиальной модели 

на несколько уравнений с последующим представлением каждого из них в виде простых 

номограмм. В качестве примера приведена методика построения номограммы 

для математической модели неполной третьей степени, имеющей некоторые особенности 

построения. После преобразования полученной экспериментальным путем математической 

модели представлен порядок построения номограммы. Дано наглядное представление 

полученной номограммы для исследуемой математической модели.   
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Abstract 

The article focuses on the analysis of mathematical models using the method of constructing 

grid nomographs, which allow watching the simultaneous influence of three or more factors. 

The research methodology involves decomposing the existing polynomial model into several 

equations, and then presenting each equation as a simple nomograph. As an example, the authors give 

the technique for constructing a nomograph for a mathematical model of incomplete third degree, 

which has some features of construction. After the transformation of the experimentally obtained 
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mathematical model, the procedure for constructing a nomograph is presented. The visual 

representation of the resulting nomograph for the mathematical model under study is given. 

Keywords: mathematical model, nomogram, experiment, results, equation, factor 

Funding: the study on which this article is based was funded by the authors' own funds 

 

Введение. На сегодняшний день рынок кормоприготовительных машин 

характеризуется многообразием как серийно выпускаемых, так и экспериментальными 

образцами [1–7]. В то же время при создании новых образцов техники используются 

различные методы исследований [6, 8–11]. В теории планирования эксперимента широко 

используется анализ математических моделей с помощью двумерных сечений. Однако этот 

метод не позволяет изучить совместное влияние трех и более факторов, так как при его 

применении один или несколько оцениваемых факторов должны быть зафиксированы 

на каком-то постоянном уровне. Поэтому проследить характер изменения отклика и найти его 

оптимальное значение приходится путем многократных приближений [12–16]. В этой связи 

следует так же отметить методику анализа математических моделей путем совмещения 

двумерных сечений при исследовании процесса двухстадийного измельчения и методом 

двумерных сечений на треугольнике и шестиугольнике [17, 18]. Однако более экономичным, 

наглядным, а самое главное – эффективным является метод анализа математических моделей, 

а именно моделей неполного второго порядка с помощью сетчатых номограмм [19]. 

Материалы и методы. Методика построения сетчатых номограмм для четырех и 

более факторов подробно изложена в современной технической литературе [12, 18]. Методика 

построения номограммы для анализа полиномиальной модели в виде неполного 

квадратичного уравнения, описываемая в данной статье, имеет ряд особенностей. Полученная 

экспериментальным путем математическая модель преобразуется, после чего описывается 

порядок построения номограммы, дается ключ для пользования ею. Сущность методики 

заключается в том, что имеющаяся полиномиальная модель раскладывается на несколько 

уравнений, каждое из которых затем представляется в виде простых номограмм [2]. 

Схема питателя-измельчителя, для которого строится математическая модель, 

представлена на рисунке 1 [7, 18]. 

 

  

Рисунок 1.  Схема питателя-измельчителя:  

1– лоток питателя, сегментный ротор, 2 – транспортер питателя,   

3 –сегментный барабан нижний, 4 – отбойный битер,  

5 – сегментный барабан нижний, 6 – битер подающий, 7 – шнек 
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Результаты и обсуждение. Пусть для трех факторов имеется математическая модель 

вида 

 

y = b0 + b1x1 + b2x2 + b3x3 + b12x1x2 + b13x1x3 + b23x2x3,                      (1) 

 

которую путем переноса начала координат в центр поверхности отклика преобразуем в 

каноническую форму вида 

 

y1 – y1S = a11X1
2 + a22X2

2 + a33X3
2 + a12X1X2 + a13X1X3 + a23X2X3.               (2) 

 

Координаты центра поверхности (x1S, x2S, x3S) вычисляются по уравнениям: 

 

X1 = x1 + x1S ,                                                                     (3) 

 

𝑋2  =  
√2

2
 (𝑥2  + 𝑥3  − 𝑥2 𝑆  − 𝑥3 𝑆),                                           (4) 

 

𝑋3  =  
√2

2
 (𝑥3  − 𝑥2  − 𝑥2 𝑆  − 𝑥3 𝑆).                                           (5) 

 

Значение функции вычисляется по (1) подстановкой значений x13, x23, x33. 

 

Коэффициенты в (1) определяются из выражений: 

 

a11 = b11;                                                                             (6) 

 

a22 = 0,5(b22 + b23 + b33);                                                                 (7) 

 

a33 = 0,5(b22 – b23 + b33);                                                                  (8) 

 

𝑎12  =  
√2

2
 (𝑏12  + 𝑏13);                                                                 (9) 

 

𝑎13  =  
√2

2
 (𝑏13  − 𝑏12).                                                               (10) 

 

Если a22 < 0, то все знаки в (1) следует поменять на противоположные. 

 

Представим коэффициент a11 суммой двух слагаемых: 

 

a11 = f1 + f2 ,                                                                     (11) 

 

где 𝑓1  = 
𝑎212

4 𝑎22
 ; 𝑓2  =  𝑎11  − 

𝑎212

4 𝑎22
.                                                                                      (12) 

 

Подставим a11  в (1) и, введя обозначения 

 

C1 = f1 X1
2 + a12X1X2 + a22X2

2,                                          (13) 

 

C2 = f2X1
2 + a13X1X3 + a33X3

2 + y1S,                                       (14) 

получим  y1 = C1 + C2. 
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Выражение (1) представим в виде шести уравнений: 

 

y1 = C1 + C2; 

C1 = f1 X1
2 + a12X1X2 + a22X2

2; 

C2 = f2X1
2 + a13X1X3 + a33X3

2 + Y1S; 

X1 = x1 + x1S ; 

𝑋2  =  
√2

2
 (𝑥2  + 𝑥3  − 𝑥2 𝑆  − 𝑥3 𝑆); 

𝑋3  =  
√2

2
 (𝑥3  − 𝑥2  + 𝑥2 𝑆  − 𝑥3 𝑆). 

 

По этим уравнениям строим пять простых сетчатых номограмм для трехфакторной 

модели регрессии (2). 

Номограммы строятся при нормированных значениях факторов, изменяющихся от –1 

до +1. 

Номограмма 1 для уравнения 𝑋2  =  
√2

2
 (𝑥2  + 𝑥3  − 𝑥2 𝑆  − 𝑥3 𝑆) состоит из трех 

семейств прямых: 

1) перпендикулярных друг другу семейств параллельных прямых x2  и x3; 

2) прямых семейств X2, для построения которых достаточно рассчитать две прямые этого 

семейства. 

Пусть X2 = 0, прямая с этой числовой отметкой пройдет через две точки: 

 

(x2 = 0;  x3 = x2S + x3S )     и       (x2 = x2S + x3S;      x3 = 0 )  

 

Вторая прямая X2 = –1 пройдет через точки: 

( 𝑥2  =  0 ;  𝑥3  =  
√2

2
 + 𝑥2𝑆  + 𝑥3𝑆 )     и       ( 𝑥2  =  

−√2

2
 + 𝑥2𝑆  + 𝑥3𝑆 ;  𝑥3  =  0  ). 

 

При правильном построении эти прямые должны быть параллельны и расстояние 

между ними должно быть равно выбранной единице масштаба. 

Имея прямые с числовыми отметками 0 и –1, следует провести необходимое число 

прямых и проставить числовые отметки, которые потребуются для построения следующей 

номограммы. 

Номограмма 2 для уравнения C1 = f1 X1
2 + a12X1X2 + a22X2

2, которому эквивалентно 

выражение 𝐶1  =   (√𝑓1 × 𝑋1  + √𝑎22 × 𝑋2 )
2
, также состоит из трех семейств прямых: 

1) прямые семейства X2 являются продолжением того же семейства номограммы 1; 

2) прямые семейства X1 перпендикулярны прямым семейства X2; 

3) для построения третьего семейства необходимы другие числовые отметки X1, которые 

определяются по уравнению X1 = x1 – x1S . Семейство прямых X1 строятся следующим 

образом. Пусть C1 = 0 , прямая с этой отметкой проходит через точки: 

 

(X1 = 0;    X2 = 0)        и           

X X
f

a
1 2

1

22

1= = −








;

. 
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Остальные прямые этого семейства параллельны построенной, причем одну и ту же 

отметку имеют две различные прямые, которые симметричны относительно прямой с 

отметкой 0. Построенные прямые с числовыми отметками необходимы только для построения 

следующей номограммы. 

Номограмма 3 строится аналогично номограмме 1 по уравнению 

 

𝑋3  =  
√2

2
 (𝑥3  − 𝑥2  + 𝑥2 𝑆  − 𝑥3 𝑆).                                  (15) 

 

Номограмма 4 для уравнения C2 = f2X1
2 + a13X1X3 + a33X3

2 + Y1S состоит из двух семейств 

прямых и семейств кривых второго порядка: 

1) семейство прямых X3 есть продолжение семейства X3 номограммы 3; 

2) прямые семейства x1 перпендикулярны прямым семейства X3. Как и для номограммы 2, они 

имеют отметки x1, а для построения третьего семейства используем отметки X1; 

3) семейство C2 есть семейство кривых второго порядка, которые гомотетичны (подобны и 

подобно расположены) и имеют центр гомотетии в точке с координатами (X3 = 0; X1 = 0). 

При определенном значении C2 строим кривую по точкам, задавая значения X1 и 

вычисляя X3. Для построения остальных кривых пользуемся гомотетией. 

В итоге получим семейство кривых второго порядка с числовыми отметками C2, 

которые, как и отметки C1, нужны лишь для построения номограммы 5. 

Номограмма 5 для уравнения y1 = C1 + C2 состоит также из двух семейств прямых и 

семейства кривых: 

1) семейство прямых C1 есть продолжение прямых этого же семейства номограммы 2; 

2) прямые семейства C2 проводим из концов кривых семейства номограммы 4; 

3) кривые семейства y1 строятся по точкам согласно (2). 

Номограммы 2 и 4 следует располагать так, чтобы прямые семейств C1 и C2 были 

взаимно перпендикулярны. 

Номографическое представление полиномиальной модели позволяет по ключу при 

различных значениях факторов x1, x2 и x3 найти соответствующее им значение критерия 

оптимизации и, наоборот, задаваясь определенным значением y (yмин), можно получить 

значения исследуемых факторов. 

По результатам исследований питателя-измельчителя грубых кормов была получена и 

представлена в графическом виде номограмма (рисунок 2). 

Задаваясь минимальными значениями У или областью минимальных значений, можно 

получить оптимальные значения исследуемых факторов. Так, при значениях У = 1,1 по ключу 

номограммы получаем x1  = +1,8; х2 = –2,9; х3 = +1,3. Иными словами, при работе на этом 

режиме питатель-измельчитель имеет наилучшие удельные энергозатраты. Раскрывая 

физический смысл полученных значений факторов, заключаем, что для получения 

минимального значения У частоту вращения нижнего барабана необходимо увеличить, а 

верхнего – уменьшить при максимальной скорости транспортера подачи.  

Заключение. Проведенный анализ математической модели процесса с использованием 

метода номографического представления показал, что данный подход позволяет эффективно 

исследовать совместное влияние трех и более факторов на выходной параметр без 

необходимости фиксации части переменных. Это существенно повышает наглядность и 

достоверность интерпретации результатов. Предложенная методика построения сетчатых 

номограмм для полиномиальных моделей неполного квадратичного вида обеспечивает 

возможность визуализации поверхности отклика и упрощает поиск оптимальных значений 

критерия оптимизации при различных сочетаниях входных факторов. 
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Рисунок 2. Номографическое представление неполной полиномиальной модели 

по результатам исследований экспериментального питателя-измельчителя грубых 

кормов (стрелками показан ключ для пользования данной номограммой) 

 

Практическая реализация метода на примере исследований питателя-измельчителя 

грубых кормов подтвердила его применимость для обоснования конструктивно-режимных 

параметров кормоприготовительных машин. Использование номограмм в инженерных 

расчетах способствует сокращению времени на анализ экспериментальных данных и 

повышает точность настройки технологического оборудования. Конечным итогом является 

повышение эффективности процессов приготовления кормов в сельскохозяйственном 

производстве. 
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